项目六  矩阵的特征值与特征向量

    实验1 求矩阵的特征值与特征向量
实验目的

学习利用Mathematica(4.0以上版本)命令求方阵的特征值和特征向量;能利用软件计算方
阵的特征值和特征向量及求二次型的标准形.
基本命令

1.求方阵
[image: image1.wmf]M

的特征值的命令Eigenvalues[M]
2.求方阵
[image: image2.wmf]M

的特征向量的命令Eigenvectors[M] 

3.求方阵
[image: image3.wmf]M

的特征值和特征向量的命令Eigensystem[M]
注:在使用后面两个命令时,如果输出中含有零向量,则输出中的非零向量才是真正的特
征向量.
4.对向量组施行正交单位化的命令GramSchmidt
使用这个命令,先要调用“线性代数.向量组正交化”软件包,输入

<<LinearAlgebra\Orthogonalization.m

执行后,才能对向量组施行正交单位化的命令.
命令GramSchmidt[A]给出与矩阵
[image: image4.wmf]A

的行向量组等价的且已正交化的单位向量组.
5.求方阵
[image: image5.wmf]A

的相似变换矩阵
[image: image6.wmf]S

和相似变换的约当标准型
[image: image7.wmf]J

的命令
JordanDecomposition[A]
注:因为实对称阵的相似变换的标准型必是对角阵. 所以,如果
[image: image8.wmf]A

为实对称阵,则
JordanDecomposition[A]同时给出
[image: image9.wmf]A

的相似变换矩阵
[image: image10.wmf]S

和
[image: image11.wmf]A

的相似对角矩阵
[image: image12.wmf]L

.
实验举例

求方阵的特征值与特征向量.
例1.1 (教材 例1.1) 求矩阵
[image: image13.wmf].
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的特征值与特值向量.
(1) 求矩阵A的特征值. 输入

             A={{-1,0,2},{1,2,-1},{1,3,0}}
MatrixForm[A]

Eigenvalues[A]

则输出A的特征值

{-1,1,1}
(2) 求矩阵A的特征向量. 输入

A={{-1,0,2},{1,2,-1},{1,3,0}}
MatrixForm[A]

Eigenvectors[A]

则输出      {{-3,1,0},{1,0,1},{0,0,0}}
即A的特征向量为
[image: image14.wmf].
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(3) 利用命令Eigensystem同时矩阵A的所有特征值与特征向量. 输入

A={{-1,0,2},{1,2,-1},{1,3,0}}
MatrixForm[A]

Eigensystem[A]

则输出矩阵A的特征值及其对应的特征向量.
例1.2 求矩阵
[image: image15.wmf]÷
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的特征值与特征向量.

    输入

A=Table[i+j,{i,3},{j,3}]

MatrixForm[A]

    (1)  计算矩阵A的全部（准确解）特征值, 输入

Eigenvalues[A]

则输出

              {0, 
[image: image16.wmf]42
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,
[image: image17.wmf]42
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}

(2)  计算矩阵A的全部（数值解）特征值, 输入

Eigenvalues[N[A]]

则输出

              {12.4807, -0.480741, -1.3483
[image: image18.wmf]16
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(3)  计算矩阵A的全部(准确解)特征向量, 输入

Eigenvectors[A]//MatrixForm

则输出

               [image: image19.wmf]i
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    (4)  计算矩阵A的全部(数值解)特征向量, 输入

Eigenvectors[N[A]]//MatrixForm

则输出

            [image: image20.wmf]i

k

0.430362

0.566542

0.702722

-

0.80506

-

0.11119

0.582679

-

0.408248

0.816497

-

0.408248

y

{


    (5)  同时计算矩阵A的全部(准确解)特征值和特征向量, 输入

            OutputForm[Eigensystem[A]]

则输出所求结果

    (6)  计算同时矩阵A的零空间, 输入

NullSpace[A]

则输出

     {{1,-2,1}}

(7)  调入程序包<<LinearAlgebra`Orthogonalization`后,还可以做以下的运算:
GramSchmidt[ ]:用Gram-Schmidt过程将向量组单位正交化;

Normalize[ ]:将向量组单位化;

Projection[vect1,vect2]:求从向量组vect1到vect2的正交映射.

输入

<<LinearAlgebra’Orthogonalization’
GramSchmidt[Eigenvectors[N[A]]]//MatrixForm

则输出

[image: image21.wmf]i
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例1.3  求方阵
[image: image22.wmf]÷
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的特征值和特征向量.

输入

Clear[M];

M={{1,2,3,},{2,1,3}{3,3,6}};

Eigenvalues[M]

Eigenvectors[M]

Eigensystem[M]

则分别输出

{-1,0,9}

{{-1,1,0},{-1,-1,1}{1,1,2}}

{{-1,0,9},{{-1,1,0},{-1,-1,1}{1,1,2}}}

例1.4 (教材 例1.2) 求矩阵
[image: image23.wmf]÷
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的特征值和特征向量的近似值.
输入

A={{1/3,1/3,-1/2},{1/5,1,-1/3},{6,1,-2}};

Eigensystem[A]
则屏幕输出的结果很复杂,原因是矩阵
[image: image24.wmf]A

的特征值中有复数且其精确解太复杂.此时,可采用
近似形式输入矩阵
[image: image25.wmf]A

,则输出结果也采用近似形式来表达.
 输入

A={{1/3,1/3,-1/2},{1/5,1,-1/3},{6.0,1,-2}};

Eigensystem[A]
则输出

{{-0.748989+1.27186i,-0.748989-1.27186i,0.831311},

{{0.179905+0.192168i,0.116133+0.062477I,0.955675+0.i},

{0.179905-0.192168i,0.116133-0.062477i,0.955675+0.i},

{-0.0872248,-0.866789,-0.490987}}}

从中可以看到
[image: image26.wmf]A

有两个复特征值与一个实特征值.属于复特征值的特征向量也是复的;属于实
特征值的特征向量是实的.
例1.5 (教材 例1.3) 已知2是方阵
[image: image27.wmf]÷
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的特征值,求
[image: image28.wmf]t

.
输入

Clear[A,q];

A={{2-3,0,0},{-1,2-t,-3},{-1,-2,2-3}};

q=Det[A]

Solve[q==0,t]

则输出

{{t
[image: image29.wmf]®

8}}

即当
[image: image30.wmf]8
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t

时,2是方阵
[image: image31.wmf]A

的特征值.
例1.6 (教材 例1.4) 已知
[image: image32.wmf])
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的一个特征向量,求参数
[image: image34.wmf]b

a

,

及特征向量
[image: image35.wmf]x

所属的特征值.
    设所求特征值为
[image: image36.wmf]t

,输入

Clear[A,B,v,a,b,t];

A={{t-2,1,-2},{-5,t-a,-3},{1,-b,t+2}};

v={1,1,-1};

B=A.v;

Solve[{B[[1]]==0,B[[2]]==0,B[[3]]==0},{a,b,t}]

则输出

{{a
[image: image37.wmf]®

-3, b
[image: image38.wmf]®

0, t
[image: image39.wmf]®
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即
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,

3

=

-

=

b

a

时,向量
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是方阵
[image: image42.wmf]A

的属于特征值-1和特征向量.
矩阵的相似变换

例1.7 (教材 例1.5) 设矩阵
[image: image43.wmf]÷
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,求一可逆矩阵
[image: image44.wmf]P

,使
[image: image45.wmf]AP

P
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为对角矩阵.
方法1  输入

Clear[A,P];

A={{4,1,1},{2,2,2},{2,2,2}};

Eigenvalues[A]

P=Eigenvectors[A]//Transpose
则输出

{0,2,6}

{{0,-1,1},{-1,1,1},{1,1,1}}
即矩阵A的特征值为0,2,6.特征向量为
[image: image46.wmf]÷
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.
可验证
[image: image50.wmf]AP

P

1
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为对角阵, 事实上,输入

      Inverse[P].A.P

则输出

{{0,0,0},{0,2,0},{0,0,6}}

因此,矩阵
[image: image51.wmf]A

在相似变换矩阵
[image: image52.wmf]P

的作用下,可化作对角阵.
方法2  直接使用JordanDecomposition命令, 输入

jor=JordanDecomposition[A]

则输出

{{{0,-1,1},{-1,1,1},{1,1,1}},{{0,0,0},{0,2,0},{0,0,6}}}

可取出第一个矩阵
[image: image53.wmf]S

和第二个矩阵
[image: image54.wmf]L

,事实上,输入

jor[[1]]

jor[[2]]
则输出

{{0,-1,1},{-1,1,1},{1,1,1}}

{{0,0,0},{0,2,0},{0,0,6}}
输出结果与方法1的得到的结果完全相同.
例1.8  方阵
[image: image55.wmf]÷
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是否与对角阵相似?

输入

Clear[A];

A={{1,0},{2,1}};

Eigensystem[A]

输出为

{{1,1},{{0,1}{0,0}}}

于是,1是二重特征值,但是只有向量{0,1}是特征向量,因此,矩阵A不与对角阵相似.

例1.9 (教材 例1.6) 已知方阵
[image: image56.wmf]÷
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[image: image58.wmf]y
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注意矩阵
[image: image59.wmf]B

是对角矩阵,特征值是
[image: image60.wmf]y
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.又矩阵
[image: image61.wmf]A

是分块下三角矩阵,-2是矩阵
[image: image62.wmf]A

的特
征值.矩阵
[image: image63.wmf]A

与
[image: image64.wmf]B

相似,则
[image: image65.wmf]2
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,且-1,2也是矩阵
[image: image66.wmf]A

的特征值.
输入

Clear[c,v];

v={{4,0,0},{-2,2-x,-2},{-3,-1,1}};

Solve[Det[v]==0,x]

则输出

{{x
[image: image67.wmf]®

0}}

所以,在题设条件,
[image: image68.wmf]0
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例1.10  对实对称矩阵
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,求一个正交阵
[image: image71.wmf]P

,使
[image: image72.wmf]AP
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为对角阵.

输入

<<LinearAlgebra\Orthogonalization

Clear[A,P]

A={{0,1,1,0 },{1,0,1,0},{1,1,0,0},{0,0,0,2}};

Eigenvalues[A]

Eigenvectors[A]

输出的特征值与特征向量为

{-1,-1,2,2}

{{-1,0,1,0},{-1,1,0,0},{0,0,0,1},{1,1,1,0}}

再输入

P=GramSchmidt[Eigenvectors[A]]//Transpose

输出为已经正交化和单位化的特征向量并且经转置后的矩阵
[image: image73.wmf]P



[image: image74.wmf]{
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为了验证
[image: image75.wmf]P

是正交阵，以及
[image: image76.wmf]AP

P
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是对角阵，输入

Transpose[P].P

Inverse[P].A.P//Simplify

Transpose[P].A.P//simplify

则输出

{{1,0,0,0},{0,1,0,0},{0,0,1,0},{0,0,0,1}}

{{-1,0,0,0},{0,-1,0,0},{0,0,2,0},{0,0,0,2}}

{{-1,0,0,0},{0,-1,0,0},{0,0,2,0},{0,0,0,2}}

第一个结果说明
[image: image77.wmf]E
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,因此
[image: image78.wmf]P

是正交阵;第二个与第三个结果说明


[image: image79.wmf]÷
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例1.11  求一个正交变换,化二次型
[image: image80.wmf]2
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为标准型.

二次型的矩阵为


[image: image81.wmf]÷
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这恰好是例1.10的矩阵, 因此，用例1.10中的正交矩阵
[image: image82.wmf]P

,作正交变换
[image: image83.wmf]PY
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将
[image: image85.wmf]f

化作标准型.输入

f=Table[x[j],{j,4}].A.Table[x[j],{j,4}]//Simplify

则输出

      2(x[2]x[3]+x[1](x[2]+x[3])+x[4]2)

这是原来的二次型
[image: image86.wmf]f

.把上式中的x[1],x[2],x[3],x[4]用y[1],y[2],y[3],y[4]表示,输入代换命令

f/.Table[x[j]
[image: image87.wmf]®

(P.Table[y[j],{j,4}])[[j]],{j,4}]//

Simplify

则输出

-y[1]2-y[2]2 +2(y[3]2 +y[4]2)

这就是二次型
[image: image88.wmf]f

的标准型.

例1.12 (教材 例1.7) 已知二次型
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(1)求标准形;       (2)求正惯性指数;      (3)判断二次型是否正定.
输入

   A={{1,1,-2},{1,-2,1},{-2,1,1}}
Eigenvalues[A]
则输出矩阵A的特征值为

{-3,0,3}

所以二次型的标准形为
[image: image90.wmf]2
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;正惯性指数为1;该二次型不是正定的.
例1.13 (教材 例1.8) 求正交变换将二次型
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化为标准形.
输入

A={{1,1,0,-1},{1,1,1,0},{0,1,1,-1},{-1,0,-1,1}}
MatrixForm[A]

X={x1,x2,x3,x4};

Expand[X.A.X]

<<LinearAlgebra\Orthogonalization.m
P=GramSchmidt[Eigenvectors[A]]

P.A.Inverse[P]//MatrixForm

则输出所求的正交变换矩阵P与二次型矩阵A标准形. 从结果知, 所求二次型的标准型为
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实验习题

1.求方阵
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的特征值与特征向量.
2.求方阵
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3.已知:0是方阵
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4.设向量
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5.方阵
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6.已知:方阵
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(2)求一个满足关系
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7.设方阵
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