项目四 无穷级数与微分方程
实验3  抛射体的运动（续）（综合实验）
实验目的  通过微分方程建模和Mathematica软件,在项目一实验5的基础上,进一步研

究在考虑空气阻力的情况下抛射体的运动.
问题 根据侦察,发现离我军大炮阵地水平距离10km的前方有一敌军的坦克群正以每小

时50km向我军阵地驶来,现欲发射炮弹摧毁敌军坦克群. 为在最短时间内有效摧毁敌军坦

克,要求每门大炮都能进行精射击,这样问题就可简化为单门大炮对移动坦克的精确射击

问题. 假设炮弹发射速度可控制在0.2km/s至0.5km/s之间,问应选择怎样的炮弹发射速度和

怎样的发射角度可以最有效摧毁敌军坦克. 

说明 本节我们研究受到重力和空气阻力约束的抛射体的射程. 用
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记抛射体

的位置, 其中x轴是运动的水平方向, y轴是垂直方向. 通过在
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的约束下最大化x, 可以

计算出使抛射体的射程最大的发射角. 假设
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时抛射体(炮弹)在原点(0,0)以与水平线夹角

为
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初始速度为
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发射出去. 它受到的空气阻力为
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重力为
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在推导
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所满足的微分方程之前, 补充一点说明:虽然我们将位置变量
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 EMBED Equation.3  [image: image11.wmf])
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仅写作t的函数,但实际上位置变量还依赖于几个其它的变量或参数. 特别是,x和y

也依赖于发射角
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、阻力系数k、质量m及重力加速度g等.

为了推导x和y的方程, 按照牛顿定律
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并结合重力的公式(3.2)和空气阻力的公

式(3.1), 得到微分方程
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根据前面所述假设知, 
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满足下列初始条件
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先求解
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,由方程(3.3),令
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可将其化为一阶微分方程
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易求出其通解                   
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类似地,可从方程(3.4)解出y. 令
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 方程化为一阶微分方程, 两端除以m,得
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再在上述方程两端乘以积分因子
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两端积分得                 
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利用初始条件
[image: image39.wmf]a

sin

)

0

(

)

0

(

0

v

v

y

=

=

¢

确定其中的常数C后, 积分v得到y,再次利用初始条

件
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确定任意常数后,则得到
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下面我们利用公式(3.6)与(3.7)来描绘炮弹运行的典型图形.

假定炮弹发射的初速度为0.25km/s, 发射角为
[image: image42.wmf]o

55

, 输入

Clear[a,t,x,y,g,m,k]

x[v_,a_,t_]:=(m/k)*v*Cos[a Pi/180]*(1-Exp[-(k/m)*t])

y[v_,a_,t_]:=(g*m/k)((m/k)-t-(m/k)*Exp[-(k/m)*t])+

(m/k)*v*Sin[a Pi/180]*(1-Exp[-(k/m)*t])
g=9.8;m=5.0;k=0.01;

炮弹飞行的时间由炮弹落地时的条件
[image: image43.wmf]0
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y

所确定. 输入

          FindRoot[y[350,55,t]==0,{t,50}]

则输出炮弹飞行的时间

      {t->57.4124}

当发射角
[image: image44.wmf]o
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时, 输入

x[350,55, 57.4124]//N

则输出炮弹的最大射程为

      10888.5

    现在我们可以画出炮弹运行的典型轨迹了. 输入

        ParametricPlot[{x[350,55,t],y[350,55,t]},

{t,0,57.4124},PlotRange->{0,11000},AxesLabel->{x,y}]

则输出图3.1.
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                                     图3.1

实验报告

在上述假设下,进一步研究下列问题:

    (1) 选择一个初始速度和发射角,利用Mathematica画出炮弹运行的典型轨迹.

(2) 假定坦克在大炮前方10km处静止不动,炮弹发射的初速度为0.32km/s,应选择什么样

的发射角才能击中坦克?画出炮弹运行的几个轨迹图,通过实验数据和图形来说明你的结论

的合理性.

(3) 假定坦克在大炮前方10km处静止不动,探索降低或调高炮弹发射的初速度的情况

下,应如何选择炮弹的发射角?从上述讨论中总结出最合理有效的发射速度和发射角. 

(4) 在上题结论的基础上,继续探索,假定坦克在大炮前方10km处以每小时50km向大炮

方向前进,此时应如何制定迅速摧毁敌军坦克的方案?

    注:在研究过程中,还要包括适当改变阻力系数k与炮弹的质量m所带来的变化.
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