项目三  多元函数微积分

    实验2 多元函数积分学（基础实验）
实验目的

掌握用Mathematica计算二重积分与三重积分的方法; 深入理解曲线积分、曲面积分的

概念和计算方法. 提高应用重积分和曲线、曲面积分解决各种问题的能力.

基本命令

    1. 计算重积分的命令lntegrate和NIntegrate

    例如,计算
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, 输入

            Integrate[x*y^2,{x,0,1},{y,0,x}]

则输出      
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    又如,计算
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的近似值, 输入

            NIntegrate[Sin[x*y^2],{x,0,1},{y,0,1}]

则输出      0.160839

注: Integrate命令先对后边的变量积分.

计算三重积分时,命令Integrate的使用格式与计算二重积分时类似. 由此可见, 利用

Mathematica计算重积分, 关键是确定各个积分变量的积分限.

    2. 柱坐标系中作三维图形的命令CylindricalPlot3D

    使用命令Cylindricalplot3D, 首先要调出作图软件包. 输入

            <<Graphics`ParametricPlot3D`

执行成功后便可继续下面的工作.

使用命令Cylindricalplot3D时,一定要把
[image: image4.wmf]z

表示成
[image: image5.wmf]r

,
[image: image6.wmf]q

的函数. 例如,在直角坐标系中方

程
[image: image7.wmf]2
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是一旋转抛物面, 在柱坐标系中它的方程为
[image: image8.wmf]2
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. 因此,输入

           CylindricalPlot3D[r^2,{r,0,2},{t,0,2Pi}]

则在柱坐标系中作出了该旋转抛物面的图形.

    3. 球面坐标系中作三维图形命令SphericalPlot3D

    使用命令SphericalPlot3D, 首先要调出作图软件包. 输入

            <<Graphics`ParametricPlot3D`

执行成功后便可继续下面的工作.

    命令SphericalPlot3D的基本格式为

SphericalPlot3D[r[
[image: image9.wmf]]
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其中r[
[image: image11.wmf]]
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是曲面的球面坐标方程, 使用时一定要把球面坐标中的
[image: image12.wmf]r

表示成
[image: image13.wmf]j

、
[image: image14.wmf]q

的函数.

例如,在球面坐标系中作出球面
[image: image15.wmf],
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 输入

Sphericalplot3D[2,{u,0,pi},|v,0,2,pi|,plotpoints->40]

则在球面坐标系中作出了该球面的图形.

    4. 向量的内积

    用“.”表示两个向量的内积. 例如,输入

            vecl={al,bl,cl}

            vec2={a2,b2,c2}

则定义了两个三维向量, 再输入

            vec1. vec2

则得到它们的内积

            a1a2+b1b2+c1c2

实验举例

计算重积分

    例2.1 (教材 例2.1) 计算
[image: image16.wmf],
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[image: image19.wmf]2
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所围成的有界区域.先作出区域
[image: image20.wmf]D

的草图, 易直接确定积分限,且应先对
[image: image21.wmf]x

积分, 因此, 输入

           Integrate[x*y^2,{y,1,2},{x,2-y,Sqrt[y]}]

则输出所求二重积分的计算结果


[image: image22.wmf].
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    例2.2 (教材 例2.2) 计算
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    如果用直角坐标计算, 输入

Clear[f,r];

f[x,y]=Exp[-(x^2+y^2)];

Integrate[f[x,y],{x,-1,1},{y,-Sqrt[1-x^2],Sqrt[1-x^2]}]

则输出为
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其中Erf是误差函数. 显然积分遇到了困难. 

    如果改用极坐标来计算, 也可用手工确定积分限. 输入

          Integrate[(f[x,y]/.{x->r*Cos[t],y->r*Sin[t]})*r,{t,0,2 Pi},{r,0,1}] 
则输出所求二重积分的计算结果

  
[image: image27.wmf]e
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    如果输入

          NIntegrate[(f[x,y]/.{x->r*Cos[t],y->r*Sin[t]})*r,{t,0,2 Pi},{r,0,1}] 
则输出积分的近似值

  1.98587

例2.3 (教材 例2.3) 计算
[image: image28.wmf]dxdydz
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, 其中
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由曲面
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围成.

     先作出区域
[image: image32.wmf]W

的图形. 输入

          g1=ParametricPlot3D[{Sqrt[2]*Sin[fi]*Cos[th], 

Sqrt[2]*Sin[fi]*Sin[th], Sqrt[2]*Cos[fi]},{fi,0,Pi/4},{th,0,2Pi}]

g2=ParametricPlot3D[{z*Cos[t],z*Sin[t],z},{z,0,1},{t,0,2Pi}]

Show[g1,g2,ViewPoint->{1.3,-2.4,1.0}]
则分别输出三个图形（图2.1(a), (b), (c)）.
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(a)
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(b)
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 图2.1
考察上述图形, 可用手工确定积分限. 如果用直角坐标计算, 输入

           g[x_,y_,z_]=x^2+y^2+z;

           Integrate[g[x,y,z],{x,-1,1},{y,-Sqrt[1-x^2], Sqrt[1-x^2]},

                                   {z,Sqrt[x^2+y^2],Sqrt[2-x^2-y^2]}]

执行后计算时间很长, 且未得到明确结果.

现在改用柱面坐标和球面坐标来计算. 如果用柱坐标计算,输入

 Integrate[(g[x,y,z]/.{x->r*Cos[s],y->r*Sin[s]})*r, {r,0,1},{s,0,2Pi},{z,r,Sqrt[2-r^2]}]

则输出
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如果用球面坐标计算,输入

Integrate[(g[x,y,z]/.{x->r*Sin[fi]*Cos[t],y->r*Sin[fi]*Sin[t],

z->r*Cos[fi]})*r^2*Sin[fi],{s,0,2Pi},{fi,0,Pi/4},{r,0,Sqrt[2]}]

则输出
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这与柱面坐标的结果相同.

重积分的应用

    例2.4  求由曲面
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所围成的空间区域
[image: image40.wmf]W

的体积.

    输入

Clear[f,g];

f[x_,y_]=1-x-y;

g[x_,y_]=2-x^2-y^2;

Plot3D[f[x,y],{x,-1,2},{y,-1,2}]

Plot3D[g[x,y],{x,-1,2},{y,-1,2}]

Show[%,%%]

一共输出三个图形, 最后一个图形是图2.1.
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图2.2
首先观察到
[image: image42.wmf]W

的形状. 为了确定积分限, 要把两曲面的交线投影到
[image: image43.wmf]Oxy

平面上输入

        jx=Solve[f[x,y]==g[x,y],y]

得到输出
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    为了取出这两条曲线方程, 输入

                  y1=jx[[1,1,2]]

                  y2=jx[[2,1,2]]

输出为
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再输入

tu1=Plot[y1,{x,-2,3},PlotStyle->{Dashing

[{0.02}]},DisplayFunction->Identity];

tu2=Plot[y2,{x,-2,3},DisplayFunction->Identity];

Show[tu1,tu2,AspectRatio->1, DisplayFunction->
$DisplayFunction]

输出为图2.2, 由此可见,
[image: image47.wmf]1
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是下半圆(虚线),
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是上半圆,因此投影区域是一个圆.
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图2.2

设
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的积分限. 输入

                    xvals=Solve[y1==y2,x]

输出为     
[image: image55.wmf](
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为了取出
[image: image56.wmf]2
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, 输入

                x1=xvals[[1,1,2]]
x2=xvals[[2,1,2]]

输出为          
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这时可以作最后的计算了. 输入

Volume=Integrate[g[x,y]-f[x,y],{x,x1,x2},
{y,y1,y2}]//Simplify

输出结果为          
[image: image59.wmf]8
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例2.5 (教材 例2.4) 求旋转抛物面
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平面上部的面积
[image: image62.wmf].
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    先调用软件包, 输入

               <<Graphics`ParametricPlot3D`

    再输入

               CylindricalPlot3D[4-r^2,{r,0,2},{t,0,2 Pi}]

则输出图2.3.
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图2.3

利用计算曲面面积的公式
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, 输入

            Clear[z,z1]; 

z=4-x^2-y^2;  

z=Sqrt[D[z,x]^2+D[z,y]^2+1]

输出为
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, 因此,利用极坐标计算. 再输入

z1=Simplify[z/.{x->r*Cos[t],y->r*Sin[t]}];

Integrate[z1*r,{t,0,2 Pi},{r,0,2}]//Simplify

则输出所求曲面的面积
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     例2.6  在
[image: image67.wmf]Oxz

平面内有一个半径为2的圆, 它与
[image: image68.wmf]z

轴在原点
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相切, 求它绕
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轴旋转一周所得旋转体体积.

先作出这个旋转体的图形. 因为圆的方程是
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它绕
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轴旋转所得的圆环面的方程为
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所以圆环面的球坐标方程是
[image: image74.wmf].
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 输入

        SphericalPlot3D[4 Sin[t],{t,0,Pi},{s,0,2 Pi},

PlotPoints->30,ViewPoint->{4.0,0.54,2.0}]

输出为图2.4. 
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图2.4

这是一个环面, 它的体积可以用三重积分计算(用球坐标). 输入

Integrate[r^2*Sin[t],{s,0,2 Pi},{t,0,Pi},{r,0,4 Sin[t]}]

得到这个旋转体的体积为
[image: image76.wmf]2
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计算曲线积分

例2.7 (教材 例2.5) 求 
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积分路径为
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    注意到,弧长微元
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, 将曲线积分化为定积分,输入

              Clear[x,y,z];  

luj={t,t^2,3t^2};
D[luj,t]

则输出
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再输入

            ds=Sqrt[D[luj,t].D[luj,t]];

Integrate[(Sqrt[1+30 x^2+10y]/.{x->t, y->t^2,z->3t^2})*ds,{t,0,2}]

则输出所求曲线积分的结果:

326/3.

例2.8 (教材 例2.6) 求
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    输入

              vecf={x*y^6,3x*(x*y^5+2)};

vecr={2*Cos[t],Sin[t]};

Integrate[(vecf.D[vecr,t])/.{x->2Cos[t],y->Sin[t]}, {t,0,2 Pi}]

则输出所求积分的结果

12
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    例2.9  求锥面
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的交线的长度.
    先画出锥面和柱面的交线的图形. 输入

g1=ParametricPlot3D[{Sin[u]*Cos[v], Sin[u]*Sin[v],
Sin[u]}, {u,0,Pi},{v,0,2Pi},DisplayFunction->Identity];

g2=ParametricPlot3D[{Cos[t]^2,Cos[t]*Sin[t],z},

{t,0,2Pi},{z,0,1.2}, DisplayFunction->Identity];

Show[g1,g2,ViewPoint->{1,-1,2},DisplayFunction->
$DisplayFunction]

输出为图2.5.
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图2.5

输入直接作曲线的命令

ParametricPlot3D[{Cos[t]^2,Cos[t]*Sin[t],Cos[t]},

{t,-Pi/2,Pi/2}, ViewPoint->{1,-1,2},Ticks->False]

输出为图2.6.

[image: image92.wmf]
图2.6

为了用线积分计算曲线的弧长, 必须把曲线用参数方程表示出来. 因为空间曲线的投影曲线的方程为
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因为空间曲线的弧长的计算公式是
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因此输入

Clear[x,y,z];

x=Cos[t]^2;

y=Cos[t]*Sin[t];

z=Cos[t];

qx={x,y,z};

Integrate[Sqrt[D[qx,t]. D[qx,t]]//Simplify,

{t,-Pi/2,Pi/2}]

输出为         2Elliptice[-1]

这是椭圆积分函数. 换算成近似值. 输入

               %//N

输出为

         3.8202

   计算曲面积分

例2.10 (教材 例2.7) 计算曲面积分
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注意到,面积微元
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[image: image104.wmf]x

y

x

2

2

2

=

+

的极坐标方程为


[image: image105.wmf],

2

2

,

cos

2

p

p

£

£

-

=

t

t

r


将曲面积分化作二重积分,并采用极坐标计算重积分.

输入

Clear[f,g,r,t];

f[x_,y_,z_]=x*y+y*z+z*x;

g[x_,y_]=Sqrt[x^2+y^2];

mj=Sqrt[1+D[g[x,y],x]^2+D[g[x,y],y]^2]//Simplify;

Integrate[(f[x,y,g[x,y]]*mj/.{x->r*Cos[t],

y->r* Sin[t]})*r,{t,-Pi/2,Pi/2},{r,0,2Cos[t]}]

则输出所求曲面积分的计算结果
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例2.11 计算曲面积分
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 其中
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可以利用两类曲面积分的关系, 化作对曲面面积的曲面积分
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. 因为球坐标的体积元素
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后得到面积元素的表示式:
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把对面积的曲面即直接化作对
[image: image117.wmf]q
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的二重积分. 输入

Clear[A,fa,ds];

A={x^3,y^3,z^3};

fa={x,y,z}/a;

ds=a^2*Sin[u];

Integrate[(A.fa/.{x->a*Sin[u]*Cos[v],y->a*Sin[u]*Sin[v],

                     z->a*Cos[u]})*ds//Simplify,{u,0,Pi},

{v,0,2Pi}]

输出为
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如果用高斯公式计算, 则化为三重积分
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采用球坐标计算, 输入

          <<Calculus`VectorAnalysis`

执行后再输入

SetCoordinates[Cartesian[x,y,z]]; (*设定坐标系*)

diva=Div[A]; (*求向量场的散度*)

Integrate[(diva/.{x->r*Sin[u]*Cos[v],y->r*Sin

[u]*Sin[v],z->r*Cos[u]})*r^2Sin[u],{v,0,2Pi},

{u,0,Pi},{r,0,a}]

输出结果相同.

实验习题

    1. 计算
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2. 计算下列积分的近似值:

(1) 
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3. 计算下列积分

(1) 
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4. 交换积分次序并计算下列积分

(1) 
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5. 用极坐标计算下列积分:

(1) 
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6. 用适当方法计算下列积分:
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7. 求
[image: image138.wmf](

)

ds

z

y

x

f

L

ò

,

,

的近似值. 其中
[image: image139.wmf](

)

,

5

1

,

,

3

3

y

x

z

y

x

f

+

+

=

,路径


[image: image140.wmf]L

:
[image: image141.wmf]3

/

,

2

t

y

t

x

=

=

,
[image: image142.wmf].

2

0

,

£

£

=

t

t

z


8. 求
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     9. 用柱面坐标作图命令作出
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     10. 求曲面积分
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     11. 求曲面积分
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