实验一  一元函数微分学

实验4  导数的应用（基础实验）

实验目的

理解并掌握用函数的导数确定函数的单调区间、凹凸区间和函数的极值的方法. 理解曲线
的曲率圆和曲率的概念. 进一步熟悉和掌握用Mathematica作平面图形的方法和技巧. 掌握用
Mathematica求方程的根(包括近似根)和求函数极值(包括近似极值)的方法.

    基本命令
1.求多项式方程的近似根的命令Nsolve和Nroots

命令Nsolve的基本格式为

Nsolve[f[x]= =0,x]

执行后得到多项式方程
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的所有根(包括复根)的近似值.

命令NRoots的基本格式为

NRoots[f[x]= =0,x,n]

它同样给出方程所有根的近似值. 但是二者表示方法不同. 在命令NRoots的后面所添加的选项
n, 要求在求根过程中保持n位有效数字; 没有这个选项时, 默认的有效数字是16位.

2.求一般方程的近似根的命令FindRoot

命令的基本格式为

FindRoot[f[x]= =0,{x,a},选项]

或者

FindRoot[f[x]= =0,{x,a,b},选项]

其中大括号中x是方程中的未知数, 而a和b是求近似根时所需要的初值. 执行后得到方程在初
值a附近, 或者在初值a与b之间的一个根.

方程的右端不必是0, 形如
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的方程也可以求根. 此外, 这个命令也可以求方程组
的近似根. 此时需要用大括号将多个方程括起来, 同时也要给出各个未知数的初值. 例如,

FindRoot[{f[x,y]= =0,g[x,y]= =0},{x,a},{y,b}]

由于这个命令需要初值, 应先作函数的图形, 确定方程有几个根, 以及根的大致位置, 或所
在区间, 以分别输入初值求根.

命令的主要选项有:

(1) 最大迭代次数:MaxIterations->n, 默认值是15.

(2) 计算中保持的有效数字位数:WorkingPrecision->n, 默认值是16位.

3.求函数极小值的近似值的命令FindMinimum

命令的基本格式为

FindMinimum[f[x],{x,a}, 选项]

执行后得到函数在初值a附近的一个极小值的近似值.

这个命令的选项与FindRoot相同, 只是迭代次数的默认值是30.

如果求函数
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的极大值的近似值, 可以对函数
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用这个命令. 不过, 正确的极大值是
所得到的极小值的相反的数.

使用此命令前, 也要先作函数的图形, 以确定极值的个数与初值.

4.作平面图元的命令Graphics

如果要在平面上作点、圆、线段和多边形等图元, 可以直接用命令Graphics, 再用命令Show
在屏幕上显示. 例如, 输入

g1=Graphics[Line[{{1,-1},{6,8}}]]

Show[g1,Axes->True]

执行后得到以(1,-1)和(6,8)为端点的直线段. 

实际上Show命令中可以添加命令Graphics的所有选项. 如果要作出过已知点的折线, 只要
把这些点的坐标组成的集合放在命令Line[  ]之内即可. 如输入

Show[Graphics[Line[{{0,0},{1,2},{3,-1}}]],Axes->True]

输出为图4.1.
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图4.1
    实验举例
求函数的单调区间

例4.1 (指导书 例4.1) 求函数
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的单调区间.

输入

f1[x​_]:=x^3-2x+1;

Plot[{f1[x],f1 ' [x]},{x,-4,4},PlotStyle->

{GrayLeve1[0.01],Dashing[{0.01}]}]

则输出图4.2.
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图4.2

图4.2中的虚线是导函数的图形. 观察函数的增减与导函数的正负之间的关系.

再输入

Solve[f1 ' [x]==0,x]

则输出
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即得到导函数的零点
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/

2

±

. 用这两个零点, 把导函数的定义域分为三个区间. 因为导函数连
续, 在它的两个零点之间, 导函数保持相同符号. 因此, 只需在每个小区间上取一点计算导数值,
即可判定导数在该区间的正负, 从而得到函数的增减. 输入

f1' [-1]

f1' [0]

f1' [1]

输出为1,-2,1. 说明导函数在区间
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上分别取+,-和+. 因此函
数在区间
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上单调增加, 在区间
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求函数的极值

例4.2 (指导书 例4.2) 求函数
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的极值.

输入

f2[x_]:=x/(1+x^2);

Plot[f2[x],{x,-10,10}]

则输出图4.3.
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图4.3

观察它的两个极值. 再输入

Solve[f2' [x]==0,x]

则输出

{{x->-1},{x->1}}

即驻点为
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用二阶导数判定极值, 输入

f2'' [-1]

f2'' [1]

则输出1/2与-1/2. 因此
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是极小值点, 
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是极大值点. 为了求出极值, 再输入

f2[-1]

f2[1]

输出-1/2与1/2. 即极小值为-1/2, 极大值为1/2.

求函数的凹凸区间和拐点

例4.3 求函数
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的凹凸区间和拐点.

输入

f3[x_]:=1/(1+2x^2);

Plot[{f3[x],f3'' [x]},{x,-3,3},PlotRange->{-5,2},

PlotStyle->{GrayLeve1[0.01],Dashing[{0.01}]}]

输出图4.4, 其中虚线是函数的二阶导数. 观察二阶导数的正负与函数的凹凸之间的关系.
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图4.4

再输入

gen=Solve[f3'' [x]==0,x]

则输出
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即得到二阶导数等于0的点是
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 用例1中类似的方法知在
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上二阶导数大于零, 曲线弧向上凹. 在
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再输入

f3[x]/.gen

则输出

{3/4,3/4}

这说明函数在
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例4.4 已知函数
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在区间
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的图形, 并找出所有的驻点和拐点.

输入命令

f[x_]=x^6/2-2*x^5-25*x^4/2+60*x^3-150*x^2-180*x-25;

Plot[{f[x],f ' [x],f '' [x]},{x,-6,6},

PlotStyle->{GrayLevel[0],Dashing[{0.01'}],RGBColor[1,0,0]}];

NSolve[f ' [x]==0, x]NSolve[f '' [x]==0,x];

则输出图4.5
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图4.5
求极值的近似值

例4.5 (教材 例4.3) 求函数
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输入

f4[x_]:=2 (Sin[2 x])^2+5x*(Cos[x/2])^2/2;

Plot[f4[x],{x,0,Pi}]

则输出图4.6.
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图4.6

观察函数图形, 发现大约在
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附近有极小值, 在
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极大值. 用命令
FindMinimum直接求极值的近似值. 输入

FindMinimum[f4[x],{x,1.5}]

则输出

{1.94461,{x->1.62391}}

即同时得到极小值1.94461和极小值点1.62391. 再输入

FindMinimum[-f4[x],{x,0.6}]

FindMinimum[-f4[x],{x,2.5}]

则输出

{-3.73233,{x->0.864194}}

{-2.95708,{x->2.24489}}

即得到函数
[image: image40.wmf]y
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的两个极小值和极小值点. 再转化成函数y的极大值和极大值点. 两种方法的结
果是完全相同的.

泰勒公式与函数逼近

例4.6 利用泰勒公式
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所以, 欲使
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 只要取
[image: image47.wmf]5

=

n

即可. 

输入命令

f[x_]=Normal[Series[Exp[x],{x,0,5}]]

Table[N[{x,Exp[x],f[x],Exp[x]-f[x]}],{x,-1,1,0.4}]

则输出下表结果
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例4.7 观察函数
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各阶泰勒展开的图形.

(1) 固定
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观察阶数n的影响; 

输入命令

gs25=tsin[x,0,25];gs15=tsin[x,0,15];gs05=tsin[x,0,5];

Plot[{Sin[x],gs25,gs15,gs05},{x,0,5 Pi},PlotRange->{-3,3},

PlotStyle->{RGBColor[0,0,1],RGBColor[1,1,0],RGBColor[1,0,0],
RGBColor[0,1,1]},Background->RGBColor[0.753,0.753,0.753]];
则输出图4.7.
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图4.7
(2) 扩大显示区间范围, 以观察在偏离展开点
[image: image52.wmf]0

x

时泰勒多项式对函数的逼近情况;

    输入命令

t=Table[Normal[Series[Sin[x],{x,0,i}]],{i,1,19,2}];

PrependTo[t,Sin[t]];Plot[Evaluate[t],{x,-Pi,Pi}];

Plot[Evaluate[t],{x,-Pi,Pi},AspectRatio->Automatic];

Plot[Evaluate[t],{x,-2Pi,2Pi},AspectRatio->Automatic];

Plot[Evaluate[t],{x,-3Pi,2Pi},AspectRatio->Automatic];

则分别输出相应图形.
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通过观察泰勒多项式图形与函数图形的重合与分离情况, 可以看到在
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的图象分离. 由此可见, 函数的泰勒多项式对于函数的近似程度随着次数的提高而提高, 但对于任一确定次数的多项式, 它只在展开点附近的一个局部范围内才有较好的近似精确度.

(3) 固定
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的影响.

输入命令

Clear[gs0,gs5,gs12,t];gs0=tsin[x,0,10];

gs5=tsin[x,5,10];gs12=tsin[x,12,10];

Plot[{Sin[x],gs0,gs5,gs12},{x,0,6Pi},PlotRange->{-3,3},

PlotStyle->{RGBColor[0,0,1],RGBColor[1,1,0],RGBColor[1,0,0],

RGBColor[0,1,1]},Background->RGBColor[0.753,0.753,0.753]];
则输出图4.8.
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图4.8
证明函数的不等式

例4.8 证明不等式
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先作图, 输入

Plot[{E^x,1+x},{x,0,3},

PlotStyle->{GrayLeve1[0.0],Dashing[{0.01,0.01}]}]

输出图4.9.
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图4.9

当
[image: image71.wmf]0
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时两条曲线交于一点; 当x增加时, 两函数值的差距逐渐增大. 这正是需要用单调性证明的不等式的典型特征.

输入

Clear[F];

F[x_]:=E^x-x-1

F[0]

则输出

0

即
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再输入

F'[x]

Solve[F'[x]==0,x]

则输出
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即
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例4.9 证明不等式
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先作图, 输入

Plot[{E^x,1/(1-x)},{x,-1,1/2},

PlotStyle->{GrayLeve1[0.0],Dashing[{0.01,0.01}]}]

输出图4.10.
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图4.10

两条曲线在
[image: image88.wmf]0
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x

相交, 在
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的左右两函数值的差距逐渐增大. 一个证明方法是用单调性, 此时应从点
[image: image90.wmf]0
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出发, 向两侧分别证明. 另一个证明是用最大值. 为此, 改写不等式为
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输入

Clear[F,g];

F[x_]=E^x*(1-x);

g[x_]=D[F[x],x]//Simplify;

Solve[g[x]==0,x]

则输出

{{x->0}}

即函数有唯一驻点
[image: image92.wmf]0

=

x

. 再输入

D[g[x],x]/.x->0

F[0]

则输出
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即
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由于在驻点
[image: image94.wmf]0
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处函数的二阶导数小于0, 该点是极大值点. 又因为这是唯一驻点, 所以它是函数的最大值点. 于是, 函数
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取到最大值1. 因此当
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例4.10 (教材 例4.4) 证明不等式
[image: image100.wmf],
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其中
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先作图, 输入

Clear[F];

F[x_]:=ArcTan[x]+1/x;

Plot[{F[x],Pi/2},{x,4,20},AxesOrigin->{4,Pi/2-0.00012},

PlotStyle->{GrayLeve1[0.0],Dashing[{0.01,0.01}]}]

则输出图4.11.
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图4.11

当x趋向于无穷时, 直线
[image: image103.wmf]2
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是函数
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的渐近线. 下面用单调性证明不等
式. 输入

Limit[F[x],x->Infinity]

则输出
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再研究单调性, 输入

Clear[G]

G[x_]:=D[F[x],x]

Solve[G[x]==0,x]

则输出

{  }

即当
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时, 函数
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无驻点. 再输入

N[G[2]]

则输出
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即当
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例4.11  证明不等式
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时成立.

先作图, 输入

Plot[{Sin[x],2*x/Pi},{x,0,Pi/2},

PlotStyle->{GrayLeve1[0.0],Dashing[{0.01,0.01}]}]

则输出图4.12.
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图4.12

当
[image: image117.wmf]0
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或
[image: image118.wmf]2

p

=

x

时, 两条曲线相交. 在这两点之间两函数值的差距较大. 这是需要用凹凸性证明的不等式的特征. 

输入

Clear[F,G]

F[x_]:=Sin[x]-2*x/Pi;

F[0]

F[Pi/2]

则输出

0

0

即在区间端点, 函数值等于0. 

再输入

G[x_]=D[F[x],{x,2}]

则输出

-Sin[x]

即
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内, 
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函数的曲线上凸. 又在区间的两个端点都等于0, 因此在区间内部恒大于0, 即当
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时, 有
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求曲线的曲率与曲率圆

例4.12 求曲线
[image: image124.wmf]2

x

y
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在点(0,0)和(0.5,0.25)处的曲率与曲率圆.

输入

f5[x_]:=x^2;

Clear[a,b,r];

a[x_]:=x-f5' [x]*(1+f5' [x]^2)/f5'' [x];

b[x_]:=f5[x]+(1+f5' [x]^2)/f5'' [x];

r[x_]:=(1+f5'[x]^2)^(3/2)/Abs[f5'' [x]];
则得到曲线在任意点x处的曲率中心
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和曲率半径
[image: image126.wmf]).
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再输入

1/r[0]

1/r[0.5]

则输出

2

0.707107

即得到曲线在
[image: image127.wmf]0
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x

与
[image: image128.wmf]5

.
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=

x

这两点处的曲率分别为2与0.707107. 

为了得到曲线、曲率圆、曲率中心与切点的图形, 输入

g1=Plot[f5[x],{x,-2,2},DisplayFunction->Identity];

g2=Graphics[{Circle[{a[0],b[0]},r[0]],Circle[{a[0.5],b[0.5]},r[0.5]]}];

g3=Graphics[{PointSize[0.02],Point[{a[0],b[0]}],

Point[{a[0.5],b[0.5]}],Point[{0,0}],Point[{0.5,0.25}]}];

Show[g1,g2,g3,PlotRange->{{-2,2},{-1,3}},

AspectRatio->1,DisplayFunction->$DisplayFunction]

则输出图4.13. 也可以作出曲率中心的轨迹线(渐屈线), 再输入

ParametricPlot[{a[x],b[x]},{x,-2,2},PlotRange->{-1,3},AspectRatio->1]

则输出为图4.14.
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图4.13                          图4.14

实验习题

1. 作函数
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及其导函数的图形, 并求函数的单调区间和极值.

2. 作函数
[image: image132.wmf]3
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及其导函数的图形, 并求函数的单调区间和极值. 

注: 为了避免负数开方出现复数, 输入时可把函数y定义为

y[x_]:=(x-3)*((x-8)^2)^(1/3)

再进行作图和求导.

3. 作函数
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及其二阶导函数在区间[-8,7]上的图形, 并求函数的
凹凸区间和拐点.

4. 分析利用泰勒展开式近似计算
[image: image134.wmf]7
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时, 展开点
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和阶数n对计算结果的影响.

5.设
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求方程
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6.设
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作它们在区间
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上的图形. 并求方程
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7.作
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的图形. 用命令Nsolve, NRoots和命令FindRoot求方
程
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