实验一  一元函数微分学

实验2  极限与连续（基础实验）

实验目的 通过计算与作图, 从直观上揭示极限的本质,加深对极限概念的理解. 掌握用
Mathematica画散点图, 以及计算极限的方法. 深入理解函数连续的概念,熟悉几种间断点的图形
特征,理解闭区间上连续函数的几个重要性质.

基本命令
1.画散点图的命令ListPlot:

ListPlot[{{x1,y1},{x2,y2},…{xn,yn}},选项]

或者

ListPlot[{y1,y2,…yn},选项]

前一形式的命令,在坐标平面上绘制点列
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的散点图;后一形式的命令, 
默认自变量
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依次取正整数
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作出点列为
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的散点图.

命令ListPlot的选项主要有两个:

(1) PlotJoined->True, 要求用折线将散点连接起来;

(2) PlotStyle->PointSize[0.02], 表示散点的大小.

2.产生集合或者数表的命令Table:

命令Table产生一个数表或者一个集合. 例如, 输入

Table[j^2,{j,1,6}]

则产生前6个正整数的平方组成的数表

{1,4,9,16,25,36}.

3.连加求和的命令Sum:

命令Sum大致相当于求和的数学符号∑. 例如, 输入

Sum[1/i,{i,100}]//N

执行后得到
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的近似值.

与Sum类似的还有连乘求积的命令Product.

4. 求函数多次自复合的命令Nest:

例如, 输入

Nest[Sin,x,3]

则输出将正弦函数自己复合3次的函数

Sin[Sin[Sin[x]]]

5.求极限的命令Limit:

其基本格式为

Limit[f[x],x->a]

其中f(x)是数列或者函数的表达式, x->a是自变量的变化趋势. 如果自变量趋向于无穷, 用
x->Infinity.

对于单侧极限, 通过命令Limit的选项Direction表示自变量的变化方向.

求右极限, 
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时, 用Limit[f[x],x->a,Direction->-1];

求左极限, 
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时, 用Limit[f[x],x->a,Direction->+1];

求
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时的极限, 用Limit[f[x],x->Infinity,Direction->+1];

求
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时的极限, 用Limit[f[x],x->Infinity,Direction->-1]。

注:右极限用减号, 表示自变量减少并趋于a,同理,左极限用加号, 表示自变量增加并趋于a .

    实验举例

作散点图

例2.1 (教材 例2.1) 分别画出坐标为
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的散点图, 并画出折线图.

分别输入命令

t1=Table[i^2,{i,10}]; g1=ListPlot[t1,PlotStyle->PointSize[0.02]];

g2=ListPlot[t1,PlotJoined->True];Show[g1,g2];

t2=Table[{i^2,4i^2+i^3},{i,10}];

g1=ListPlot[t2,PlotStyle->PointSize[0.02]];

g2=ListPlot[t2,PlotJoined->True];Show[g1,g2];
则分别输出所求图形.
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例2.2 画出前25个素数的散点图.

输入命令

Table[Prime[n],{n,25}];

ListPlot[Table[Prime[n],{n,25}],PlotStyle->PointSize[0.015]];
则分别输出所求图形.
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数列极限的概念

例2.3 观察数列
[image: image13.wmf]}
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的前100项变化趋势.

输入命令

t=N[Table[n^(1/n),{n,1,100}]];

ListPlot[t,PlotStyle->PointSize[0.015]];
则分别输出所求图形. 从图中可看出, 这个数列似乎收敛于1. 
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下面我们以数值的方式来说明这一变化趋势. 输入以下语句, 并观察其数值结果.

m=2;xn=0;

For[i=1,i<=1000,i+=50,If[Abs[xn-1]>10^(-m),xn=N[n^(1/n),20]]];

Print[i, "  ",xn];

设该数列收敛于
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不妨取
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下面考察
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与A的接近程度. 输入以下Mathematica语句.

u = 10^9(-2); A = 1 + u; m = 5; n = 3; an = Sqrt[3];
While[Abs[A-an] >= 10^(-m), n++; an = N[n^(1/n)]];
Print[" n=", n, " an=", an, "|A-an|=", Abs[A - an]];

结果表明: 当
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例2.4 观察Fibonacci数列的变化趋势.

Fibonacci数列具有递推关系
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输入命令

fn1=1;fn2=1;rn=1;

For[i=3,i<=14,i++,

Fn=fn2+fn1;fn2=fn1;fn1=fn;rn=N[fn2/fn1,20];dn=rn-rn1;

rn1=rn;

Print[i, "  ", fn1, "  ", rn, "  ",dn]];

其中第二列给出了Fibonacci数列的前14项, 第3列给出了
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的值, 由第4列可以看出, 
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我们也可以用散点图来观察Fibonacci数列的变化趋势如图所示, 输入命令

Clear[f]; f[n_]:= f[n-1]+f[n-2];f[0]=1;f[1]=1;
fab20=Table[f[i],{i,0,20}];ListPlot[fab20,PlotStyle ->PointSize[0.02]];
Infab20=Log[fab20];ListPlot[Infab20,PlotStyle-> PointSize[0.02]];

则输出所求散点图.
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为了更好地观察数列的变化趋势, 我们可以利用Mathematica的动画功能来进一步观察数列随着n的增大的变化趋势.

例2.5 (教材 例2.2) 通过动画观察当
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的变化趋势.

输入

Clear[tt];

tt={1,1/2^2,1/3^2};

Do[tt=Append[tt,N[1/i^2]];

ListPlot[tt,PlotRange->{0,1},PlotStyle->PointSize[0.02]],{i,4,20}]

则输出所求图形动画. 从图中可以看出所画出的点逐渐接近于x轴.

例2.6 (教材 例2.3) 研究极限
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输入

Print[n, "  ", Ai, "  ",0.4-Ai];

For[i=1, i<=15, i++,Aii=N[(2 i^3+1)/(5 i^3+1),10];

Bii=0.4-Aii; Print[i, "  ", Aii, "  ", Bii]]

则输出

n

Ai


0.4-Ai

1

0.5


–0.1

2

0.414634

–0.0146341

3

0.404412

–0.00441176

4

0.401869

–0.00186916

5

0.400958

–0.000958466

6

0.400555

–0.000555042

7

0.40035

–0.00034965

8

0.400234

–0.000234283

9

0.400165

–0.000164564

10

0.40012

–0.000119976

11

0.40009

–0.0000901442

12

0.400069

–0.0000694364

13

0.400055

–0.000054615

14

0.400044

–0.0000437286

15

0.400036

–0.0000355534

观察所得数表. 第一列是下标n. 第二列是数列的第n项
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它与0.4越来越接近. 第三列是
数列的极限0.4与数列的项的差, 逐渐接近0.

再输入

fn=Table[(2 n^3+1)/(5 n^3+1),{n,15}];

ListPlot[fn,PlotStyle->{PointSize[0.02]}]
则输出散点图. 观察所得散点图, 可见表示数列的点逐渐接近于直线
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注:命令For的格式见项目二中实验1的基本命令.

递归数列

例2.7 (教材 例2.4) 设
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出发, 可以将数列一项一项地计算出来. 这
样定义的数列称为递归数列. 输入

f[1]=N[Sqrt[2],20];

f[n_]:=N[Sqrt[2+f[n-1]],20];

f[9]

则已经定义了该数列, 并且求出它的第9项的近似值为

1.9999905876191523430.

输入

fn=Table[f[n],{n,20}]

得到这个数列的前20项的近似值(输出结果略). 再输入

ListPlot[fn,PlotStyle->{PointSize[0.02]}]
输出为图2.2. 观察该散点图, 表示数列的点越来越接近于直线
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例2.8 设数列
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输入命令

Clear[f, g]; f[x_, y_] := Sqrt[x*y]; 

g[x_, y_] := (x + y)/2; xn = 1; yn = 2;
For[n = 2, n <= 100, n++,
xN = xn; yN = yn; xn = N[f[xN, yN]]; yn = N[g[xN, yN]];];
Print["x100= ", xn, " y100=", yn]

运行该程序可判断出: 
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有极限, 且这两极限值是相等的
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函数的极限

例2.9 (教材 例2.5) 在区间
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输入命令

Clear[f];f[x_]=(x^3-9x)/(x^3-x);

Plot[f[x],{x,-4,4}];
则输出
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例2.10 (教材 例2.6) 观察函数
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时的变化趋势.

取一个较小的区间[1, 10], 输入命令

f[x_]=Sin[x]/x^2;Plot[f[x],{x,1,20}];
则输出
[image: image57.wmf])
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在这一区间上的图形. 从图中可以看出图形逐渐趋于0. 事实上, 逐次取更

大的区间, 可以更有力地说明当
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作动画: 分别取区间
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画出函数的图形, 输入以下命令:

i=3;

While[i<=20,Plot[f[x],{x,10,5*i},PlotRange->{{10,100},{-0.008,0.004}}];i++]

则输出17幅图, 点黑右边的线框, 并选择从前向后的播放方式播放这些图形, 可得函数
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时变化趋势的动画, 从而可以更好地理解此时函数的变化趋势.

例2.11 考虑函数
[image: image64.wmf].
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 输入

Plot[ArcTan[x],{x,-50,50}]
则输出该函数的图形. 观察当
[image: image65.wmf]¥
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时, 函数值的变化趋势. 
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分别输入

Limit[ArcTan[x],x->Infinity,Direction->+1]

Limit[ArcTan[x],x->Infinity,Direction->-1]

输出分别为
[image: image67.wmf]2
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考虑函数
[image: image69.wmf].
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分别输入

Limit[Sign[x],x->0,Direction->+1]

Limit[Sign[x],x->0,Direction->-1]

输出分别为-1与1.

两个重要极限

例2.12 考虑第一个重要极限
[image: image70.wmf].
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输入

Plot[Sin[x]/x,{x,-Pi,Pi}]
则输出函数
[image: image71.wmf]x
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的图形. 观察图中当
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时, 函数值的变化趋势. 输入

Limit[Sin[x]/x,x->0]

输出为1, 结论与图形一致.
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例2.13 (教材 例2.7) 研究第二个重要极限
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输入

Limit[(1+1/n)^n,n->Infinity]

输出为e. 再输入

Plot[(1+1/x)^x,{x,1,100}]
则输出函数
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的图形. 观察图中函数的单调性. 理解第二个重要极限
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无穷大

例2.14 (教材 例2.8) 考虑无穷大. 分别输入

Plot[(1+2 x)/(1-x),{x,-3,4}]

Plot[x^3-x,{x,-20,20}]
则分别输出两个给定函数的图形. 在第一个函数的图形中,
[image: image78.wmf]1
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时函数的绝对值无限增大,在第
二个函数的图形中,
[image: image79.wmf]¥
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时函数的绝对值在无限增大. 输入

Limit[(1+2x)/(1-x),x->1]

Mathematica输出的是
[image: image80.wmf]-¥

. 这个结果应该是右极限.
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例2.15 考虑单侧无穷大. 分别输入

Plot[E^(1/x),{x,-20,20},PlotRange->{-1,4}]
Limit[E^(1/x),x->0,Direction->+1]

Limit[E^(1/x),x->0,Direction->-1]
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则输出所给函数的图形、左极限0和右极限值
[image: image84.wmf]¥

. 再输入

Limit[E^(1/x),x->0]

Mathematica的输出仍然为
[image: image85.wmf]¥

.这又是右极限（同上例）. 因此在没有指明是左右极限时, 命令Limit给出的是右极限.

例2.16 输入

Plot[x+4*Sin[x],{x,0,20 Pi}]
则输出所给函数的图形. 观察函数值的变化趋势. 当
[image: image86.wmf]¥
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时, 这个函数是无穷大. 但是, 它并不是单调增加. 于是, 无穷大并不要求函数单调.
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例2.17 (教材 例2.9) 输入

Plot[x*Sin[x],{x,0,20 Pi}]
则输出所给函数的图形.
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观察图中函数的变化趋势. 这个函数无界, 但是, 当
[image: image89.wmf]¥
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时, 这个函数不是无穷大. 即
趋向于无穷大的函数当然无界, 而无界函数并不一定是无穷大.

连续与间断

例2.18 考察函数
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当
[image: image96.wmf]¥
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时, 他们的极限均为5.

输入命令

g1 = ListPlot[Table[Sin[5 + 1/n], {n, 1, 1000, 5}],PlotStyle -> RGBColor[1, 0, 0]];

g2 = ListPlot[Table[Sin[5 + (-1)^n/Sqrt[n]], {n, 1, 1000, 5}],
PlotStyle -> RGBColor[0, 1, 0]];

g3 = ListPlot[Table[Sin[5*n*Log[(1 + 1/n)]], {n, 1, 1000, 5}],
PlotStyle -> RGBColor[0, 0, 1]];

g = Show[g1, g2, g3];

则输出相应的
[image: image97.wmf])

sin

,

(

n

n

x

x

的散点图. 由图可看出它们趋于同一极限值.
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例2.19  观察可去间断. 分别输入

Plot[Tan[x]/x,{x,-1,1}]

Plot[(Sin[x]-x)/x^2,{x,-Pi,Pi}]
则输出所给函数的图形. 从图可见，
[image: image99.wmf]0
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x

是所给函数的可去间断点.
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例2.20 观察跳跃间断. 分别输入

Plot[Sign[x],{x,-2,2}]

Plot[(E^(1/x)-1)/(E^(1/x)+1),{x,-2,2}]
则分别输出所给函数的图形. 从图可见，
[image: image102.wmf]0
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x

是所给函数的跳跃间断点.
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例2.21 观察无穷间断. 分别输入

Plot[1/(1-x^2),{x,-3,3}]
则输出所给函数的图形. 从图可见，
[image: image105.wmf]0
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x

是所给函数的跳跃间断点.
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例2.22 观察振荡间断. 分别输入

Plot[Cos[1/x],{x,-Pi,Pi}]

则输出所给函数的图形. 从图可见，
[image: image107.wmf]0

=

x

是所给函数的跳跃间断点. 再输入

Limit[Sin[1/x],x->0]

Mathematica4.0输出为Interval[{-1,1}]. 读者可猜测这是什么意思.
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例2.23 有界量乘以无穷小. 分别输入

Plot[x*Sin[1/x],{x,-Pi,Pi}]

Limit[x*Sin[1/x],x->0]

则分别输出所给函数的的图形和所求极限0. 因为无穷小乘以有界函数得无穷小.
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例2.24 (教材 例2.10) 观察无穷间断. 输入

Plot[Tan[x],{x,-2Pi,2Pi}]

则输出函数
[image: image110.wmf]x

y

tan

=

的图形. 从图可见,
[image: image111.wmf]0

=

x

是所给函数的跳跃间断点.
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例2.25 (教材 例2.11) 观察振荡间断. 输入

Plot[Sin[1/x],{x,-Pi,Pi}]

则输出函数
[image: image113.wmf]x

1

sin

的图形. 从图可见,
[image: image114.wmf]0
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x

是所给函数的跳跃间断点.
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再输入

Limit[Sin[1/x],x->0]

则输出为Interval[{-1,1}]. 表示函数极限不存在,且在-1与1之间振荡.

    实验习题

1. 设数列
[image: image116.wmf].
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计算这个数列的前30项的近似值. 作散点图, 观察点的变
化趋势.

提示: 输入

Clear[f];

f[n_]:=Sum[1/j^3,{j,1,n}];

xn=Table[f[n],{n,30}]

2. 定义数列
[image: image117.wmf].
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可以证明:这个数列的极限是
[image: image118.wmf].

3

计算这个数列的前
30项的近似值. 作散点图, 观察点的变化趋势.

提示: 输入

Clear[f];f[1]=1;

f[n_]:=f[n]=N[(f[n-1]+3/f[n-1])/2,20];

fn=Table[f[n],{n,30}]

注：第二行用递归形成一个关于n的函数f[n], 为了提高计算速度, f[n_]:=f[n]=…将使计算机记住已计算的函数值f[n].

3. 作函数
[image: image119.wmf]x
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及自复合函数
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提示: Mathematica中的形式分别是

Sin[x],Nest[Sin,x,5],Nest[Sin,x,10],Nest[Sin,x,30])

的图形. 观察变化趋势. 定义数列
[image: image121.wmf].
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 计算这个数列的前30项的近似值. 作散点图, 观察点的变化趋势.

4. 计算极限
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5. 讨论极限
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提示: 输入

Plot[Evaluate[Table[Cos[x]^n,{n,1,30}]],{x,-3 Pi,3 Pi},PlotRange->{-1.2,1.2}]

观察
[image: image133.wmf]x

n

cos

的图形, 判断
[image: image134.wmf]x

n

cos

在n趋于无穷时的极限, 并对具体的x值, 用Limit命令验证.
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